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Odre -divanje geometrijskog mjesta tocˇaka uz pomoc´
programa dinamicˇke geometrije
Ida Balkovic´1 , Maja Starcˇevic´2
Odre -divanje skupa tocˇaka koje zadovoljavaju neki geometrijski uvjet cˇesto je zahtjevan
problem. Ukoliko ga ne odre -dujemo analiticˇkim putem, tj. uvo -denjem koordinatnog
zapisa, korisno je naslutiti eksperimentiranjem o kojem se skupu konkretno radi te
zatim pokusˇati precizno dokazati da je upravo taj skup rjesˇenje. Pritom, ako je
geometrijski uvjet dosta slozˇen, prostorucˇno crtanje pojedinacˇnih slucˇajeva mozˇe biti
veoma komplicirano, a slike nepregledne. U tome nam me -dutim mogu pomoc´i programi
dinamicˇke geometrije u kojima je relativno jednostavno dobiti sliku trazˇenog skupa,
cˇak i u zahtjevnim zadacima. Na taj nacˇin mozˇemo laksˇe postaviti ciljeve u problemu.
Potrebno je za pocˇetak opisati skup koji je dobiven alatom lokus (npr. mozˇemo odrediti
o kojoj vrsti krivulje se radi, koji je njezin polozˇaj ili karakteristicˇna velicˇina). Sljedec´i
korak je dokazati matematicˇki da se zadano geometrijsko mjesto tocˇaka (G ) i dobiveni
lokus (L) podudaraju. Taj dio problema ne mozˇemo rijesˇiti jednostavno i tu nam
program dinamicˇke geometrije ne mozˇe direktno pomoc´i. Me -dutim, pomoc´u programa
mozˇemo brzo mijenjati sliku u ovisnosti o zadanim objektima sˇto nam pomazˇe uocˇiti
zakonitosti koje vrijede i koje nam daju putokaz u rjesˇavanju problema. Pritom se
mozˇemo sluzˇiti raznim alatima za mjerenje, mozˇemo nalaziti mjesta presjeka objekata,
ispitivati kolinearnost tocˇaka i sl. Opcija skrivanja i ponovnog prikazivanja objekata, te
moguc´nost jednostavnog povec´anja ili smanjenja slike pomazˇu nam da sliku odrzˇavamo
preglednom. Problem i dalje ostaje dovoljno matematicˇki zahtjevan, ali je i osjetno
olaksˇan u usporedbi s rjesˇavanjem bez pomoc´i racˇunala.
Pogledat c´emo tri problema odre -divanja geometrijskog mjesta tocˇaka. Vidjet c´emo
da se u sva tri slucˇaja radi o kruzˇnici ili njenom podskupu. Za pocˇetak promatramo
jednostavniji problem kako bismo demonstrirali kako odrediti lokus i napraviti precizan
matematicˇki dokaz.
Slika 1.
Problem 1. Zadane su dvije koncentricˇne kruzˇnice
k1 i k2 s radijusima r1 i r2 redom, pri cˇemu
vrijedi r2 = 2r1 . Na kruzˇnici k1 odabrana je fiksna
tocˇka A , dok je na kruzˇnici k2 odabrana proizvoljna
tocˇka B . Tocˇka C je polovisˇte duzˇine AB . Odredite
geometrijsko mjesto tocˇaka C .
Rjesˇenje. U nekom od programa dinamicˇke ge-
ometrije (npr. Geometer’s Sketchpadu ili Geogebri)
konstruiramo kruzˇnice k1 i k2 , sa sredisˇtem u tocˇki
S , kao sˇto je zadano. Tocˇka B se slobodno giba po
kruzˇnici k2 i kao takva predstavlja generator lokusa.
Konstruiramo li tocˇku C na nacˇin opisan u zadatku,
dobili smo generirani objekt. Oznacˇimo li generator i
generirani objekt, mozˇemo primijeniti alat za odre -divanje lokusa. Primjec´ujemo da je
dobiveni lokus L kruzˇnica (slika 1), nazovimo ju k , kojoj lako konstruiramo i sredisˇte.
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Mjerenjem uocˇavamo da se sredisˇte te kruzˇnice S1 nalazi u polovisˇtu duzˇine AS te da
joj je radijus jednak r1 .
Sada slijedi precizan dokaz da je trazˇeno geometrijsko mjesto G = L . Znamo da je
tocˇka C polovisˇte duzˇine AB . Duzˇina CS1 je stoga srednjica trokuta ABS (slika 2) i
vrijedi |CS1| = 12 |BS| = r1 . Time smo dokazali da se tocˇka C nalazi na kruzˇnici sa
sredisˇtem u S1 i radijusa r1 .
Slika 2.
Time nismo pokazali da se trazˇeno geometrijsko
mjesto u potpunosti podudara s kruzˇnicom k , vec´ da
vrijedi G ⊆ L . Me -dutim, ukoliko imamo tocˇku C na
kruzˇnici k , neka je tocˇka B presjek kruzˇnice k2 i
pravca koji prolazi kroz S i paralelan je pravcu CS1





Neka je tocˇka C′ presjek pravaca AB i CS1 . Tada je
C′S1 srednjica ABS , odnosno |C′S1| = 12 |BS| = r1 .
Me -dutim to povlacˇi da se tocˇke C i C′ podudaraju,
odnosno C je polovisˇte duzˇine AB . Time smo dokazali
da je i L ⊆ G , odnosno konacˇno imamo L = G .
I u sljedec´a dva zadatka dokaz provodimo na prethodno opisan nacˇin, ali zadaci
iziskuju nesˇto visˇe eksperimentiranja.
Problem 2. Zadana je kruzˇnica k sa sredisˇtem S i radijusa r , te pravac p koji ju ne
sijecˇe. Na pravcu p je zadana proizvoljna tocˇka P i iz nje su povucˇene dvije tangente
na kruzˇnicu k tako da ju dodiruju redom u tocˇkama A i B . Tocˇka C je polovisˇte duzˇine
AB . Treba odrediti geometrijsko mjesto tocˇaka C .
Rjesˇenje. Kada konstruiramo sliku pomoc´u alata za lokus, dobivamo da je lokus
L kruzˇnica (slika 3). Oznacˇimo ju s k1 . Bitno je primijetiti da ta kruzˇnica prolazi
sredisˇtem kruzˇnice k . Me -dutim, ukoliko se prisjetimo postavki problema, zakljucˇujemo
da L ne mozˇe biti cijela kruzˇnica k1 . Naime, S predstavlja granicˇni polozˇaj tocˇke C ,
kad se diralisˇta A i B sve visˇe priblizˇavaju krajnjim tocˇkama promjera kruzˇnice k1 koji
je okomit na p (ali ih nikad ne dostizˇu). S obzirom da smo vec´ imali ucrtano sredisˇte S
kruzˇnice, ukoliko samo ocˇitavamo sliku, mozˇemo stec´i krivi dojam o rjesˇenju zadatka.
Nasˇ cilj je dakle dokazati da je G jednak skupu L = k1\{S} .
Slika 3. Slika 4.
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Da bismo preciznije opisali kruzˇnicu k1 i proveli precizan matematicˇki dokaz,
pomazˇe nam cˇinjenica koju dobivamo pomicanjem tocˇke P . Primjec´ujemo da duzˇina
AB , neovisno o polozˇaju tocˇke P , uvijek prolazi kroz istu tocˇku, koju nazovimo C′
(slika 4). Ona odgovara geometrijskom mjestu tocˇke C kada je tocˇka P jednaka tocˇki
P′ koja je nozˇisˇte okomice iz sredisˇta S na pravac p .
Pretpostavimo da smo dokazali da tocˇka C′ uvijek pripada duzˇini AB . Kako je trokut
SAB jednakokracˇan, duzˇina SC je njegova visina, odnosno kut <)C′CS je pravi. Dakle,
prema Talesovom teoremu o kutu nad promjerom kruzˇnice, tocˇka C se mora nalaziti na
kruzˇnici s promjerom SC′ . Potrebno je josˇ dokazati tvrdnju da tocˇka C′ uistinu uvijek
pripada duzˇini AB . Oznacˇimo presjek pravaca P′S i AB s R .











Iz prethodne dvije jednakosti dobivamo
|RS| = |CS| · |SP||SP′| =
|SA|2
|SP′| .
Kako su obje velicˇine |SA| i |SP′| neovisne o polozˇaju tocˇke P , slijedi da ni duljina
|RS| ne ovisi o polozˇaju tocˇke P , odnosno tocˇka R je uvijek jednaka tocˇki C′ . Time
smo dokazali da je G ⊆ L .
Obratno, neka je C ∈ L te neka je AB tetiva kruzˇnice k koja prolazi kroz tocˇku C
i otprije definiranu tocˇku C′ . Neka je tocˇka P sjecisˇte pravaca SC i p . Iz slicˇnosti
trokuta CC′S i P′PS dobivamo kao i prije da je |SC||SP| = |SC′||SP′| . Iz definicije
tocˇke C′ znamo da je |SC′||SP′| = r2 . Neka tangente iz P na kruzˇnicu k dodiruju
kruzˇnicu u tocˇkama A′ i B′ i neka je N polovisˇte duzˇine A′B′ . Tada iz slicˇnosti trokuta
A′PS i NA′S dobivamo |SN||SP| = |SA′|2 = r2 . Kako tocˇke C i N dijele duzˇinu SP u
istom omjeru, C i N se podudaraju te je L ⊆ G .
Problem 3. Zadane su dvije kruzˇnice k1 i k2 pri cˇemu je radijus kruzˇnice k2
dvostruko manji od radijusa kruzˇnice k1 . Sredisˇte kruzˇnice k1 oznacˇimo sa S1 , a
sredisˇte kruzˇnice k2 sa S2 . Neka se S2 nalazi na kruzˇnici S1 i neka je radijus kruzˇnice
k2 jednak r . Neka je tocˇka A jedno od sjecisˇta kruzˇnica k1 i k2 . Na kruzˇnici k2
odaberimo proizvoljnu tocˇku P , razlicˇitu od A . Polovisˇte duzˇine AP oznacˇimo s B ,
dok polovisˇte duzˇine BS1 oznacˇimo s C . Treba odrediti geometrijsko mjesto tocˇaka C .
Rjesˇenje. Kada konstruiramo sliku u programu dinamicˇke geometrije, opet uocˇavamo
kao rezultat kruzˇnicu (slika 5). Nazovimo ju k . Pomicanjem tocˇke P po kruzˇnici k2
primjec´ujemo da ako je PA promjer kruzˇnice k2 , onda je pripadna slika jedno od
sjecisˇta kruzˇnica k2 i k . Tu tocˇku presjeka nazovimo Q . Iz postavki problema vidimo
da je ta tocˇka polovisˇte duzˇine S1S2 . Korisno je odrediti i sredisˇte te kruzˇnice. Mozˇemo
ga odrediti kao sjecisˇte simetrala dviju neparalelnih tetiva. Oznacˇimo ga s S . Nadalje,
zanimljivo je proucˇiti sˇto se zbiva kad duzˇina BS1 prolazi sredisˇtem S . Nasluc´ujemo
da je u tom trenutku pravac PS2 paralelan pravcu BS1 te da je kut S2PA mozˇda jednak
45◦ , sˇto mozˇemo provjeriti za pocˇetak alatom za mjerenje.
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Slika 5. Slika 6.
Ideja je stoga postaviti sredisˇte S na sljedec´i nacˇin. Konstruiramo tocˇku P′ ∈ k2
tako da je trokut AP′S2 jednakokracˇan pravokutan. Zatim odredimo polovisˇte B′ duzˇine
P′A . Konacˇno je S nozˇisˇte okomice iz tocˇke Q na pravac B′S1 (slika 6).
Neka je, nadalje, N polovisˇte duzˇine AS2 . Prema tome, |NS2| = r2 . S1N je visina
u jednakokracˇnom trokutu S1AS2 pa su tocˇke B′ , N , S i S1 kolinearne. Kako je







Neka je tocˇka M simetricˇna tocˇki Q s obzirom na pravac B′S1 . Tocˇka M pripada
kruzˇnici k , ali ocˇito nije element skupa G jer M odgovara slucˇaju kad se tocˇka P
podudara s tocˇkom A , pa definicija polovisˇta B nema smisla. Time smo u potpunosti
odredili nasˇ lokus. Stoga oznacˇimo L = k\{M} i opet zˇelimo dokazati da je G = L .
Slika 7.
Sad promatramo opc´eniti polozˇaj tocˇke P na
kruzˇnici k2 . Pomicanjem tocˇke P primjec´uje-
mo da bi trokuti SMC i S2AP mogli biti slicˇni
(slika 7). U to se mozˇemo uvjeriti mjerenjem
njihovih kutova. No, cilj nam je to precizno
dokazati. Trokut AS1S2 je jednakokracˇan i
QM mu je srednjica pa M raspolavlja duzˇinu
AS1 . Dakle, MC je srednjica trokutu ABS1 ,
tj. MC||AB . Primijetimo da je tocˇka N ujedno
i presjek pravaca SS1 i AS2 . Tada je CS
srednjica trokuta BS1N , a BN srednjica trokuta
PS2A . Stoga vrijedi PS2‖BN‖CS . Konacˇno
zakljucˇujemo da su trokuti PS2A i CSM slicˇni
po KK poucˇku o slicˇnosti trokuta. Trokut PS2A je ocˇito jednakokracˇan, a time je i
trokut CSM jednakokracˇan. Dobivamo da je |CS| = |SM| te tocˇka C zaista pripada
kruzˇnici k i stoga je G ⊆ L .
Kao i u prethodnim zadacima dokazujemo i obratnu inkluziju. Neka je tocˇka C ∈ L .
Definirat c´emo njoj pridruzˇenu tocˇku P ∈ k2 tako da je S2P||SC (i vektori −→SC i −→S2P
su jednako orijentirani). Neka je B polovisˇte duzˇine AP . Tada je BN srednjica trokuta
S2AP pa je BN||PS2 , odnosno BN||CS . Kako je S polovisˇte od NS1 , SC je srednjica
trokuta S1NB pa je C polovisˇte duzˇine BS1 . Dakle, tocˇka C se mozˇe opisati na nacˇin
zadan u zadatku pa je L ⊆ G i time smo dokazali da je geometrijsko mjesto tocˇaka
skup k\{M} .
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